פתרונות לשאלות לדוגמא: התפלגות הדגימה
1. ההסתברות לדגום משפחה מקרית בסין ולמצוא שיש לה 0 ילדים היא 1/3; ההסתברות לדגום משפחה מקרית ולמצוא שיש לה ילד אחד גם היא 1/3; וכך גם ההסתברות לדגום משפחה מקרית ולמצוא שיש לה שני ילדים.  כלומר:
p(x = 0) = 1/3

p(x = 1) = 1/3

p(x = 2) = 1/3

1. נוכל "לבנות" את התפלגות הדגימה של ממוצעי מדגמים בגודל n = 2 באופן תיאורטי בלבד. התפלגות זו מתקבלת אם דוגמים (באופן תיאורטי!) מדגם מקרי של 2 משפחות, מחשבים את ממוצע מספר הילדים במשפחה, רושמים אותו בצד ו"מחזירים" את שתי המשפחות לאוכלוסיה; לאחר מכן דוגמים מדגם מקרי נוסף של 2 משפחות, מחשבים את ממוצע מספר הילדים במשפחה, רושמים אותו בצד ו"מחזירים" את המשפחות לאוכלוסיה; וכך שוב ושוב – אינסוף פעמים (הדגימה מבוצעת אינסוף פעמים, ולכן לעולם לא נבנה התפלגות דגימה בפועל – כל חוקר שינסה לעשות זאת, ככל הנראה ילך לעולמו תוך כדי שהוא דוגם עוד ועוד מדגמים מקריים).
כיוון שעבור כל מדגם שדגמנו (תיאורטית), רשמנו את ממוצע המדגם בצד – קיבלנו רשימה של אינסוף ממוצעים. זוהי התפלגות של ממוצעים, כלומר: התפלגות הדגימה ("התפלגות של דגימות") של הממוצעים עבור מדגמים בגודל n = 2. כעת, ננסה לראות כיצד תיראה התפלגות זו.
סוגי המדגמים היחידים של שתי משפחות שאפשר לדגום מתוך האוכלוסייה הסינית הם:

אפשרות א': שתי משפחות עם 0 ילדים (ללא ילדים) בכל משפחה

אפשרות ב': משפחה ללא ילדים ומשפחה נוספת עם ילד אחד

אפשרות ג': משפחה ללא ילדים ומשפחה נוספת עם שני ילדים

אפשרות ד': שתי משפחות עם ילד אחד בכל משפחה

אפשרות ה': משפחה עם ילד אחד ומשפחה נוספת עם שני ילדים

אפשרות ו': שתי משפחות עם שני ילדים בכל משפחה

מתוך אינסוף המדגמים שדוגמים (תיאורטית!) כדי ליצור את התפלגות הדגימה – מה אחוז המדגמים שבהם ישנן 2 משפחות ללא ילדים? בדיוק 1/9 מהמדגמים (11.11%), כיוון ש:
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1/3  * 1/3  = 1/9

מאותה סיבה, אם נטיל קוביה אינסוף פעמים נקבל "1" בדיוק 1/6 מהפעמים, וגם "2" בדיוק 1/6 מהפעמים, וכך הלאה – כי הסיכוי לקבל "1" בקוביה, הוא גם אחוז ההטלות מתוך אינסוף הטלות שבהן נקבל "1". בדומה, הסיכוי לקבל 2 משפחות ללא ילדים הוא גם אחוז המדגמים מתוך אינסוף מדגמים שבהן נקבל שתי משפחות כאלה.
נסכם את הסיכויים לקבל כל אחד מהמדגמים שציינו למעלה בטבלה:

	הסיכוי לקבל מדגם כזה
	המדגם

	1/3 * 1/3 = 1/9
	שתי משפחות ללא ילדים

	1/3 * 1/3 * 
[image: image1.wmf]2
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= 2/9
	משפחה ללא ילדים ומשפחה עם ילד אחד

	1/3 * 1/3 * 
[image: image2.wmf]2
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= 2/9
	משפחה ללא ילדים ומשפחה עם שני ילדים

	1/3 * 1/3 = 1/9
	שתי משפחות עם ילד אחד

	1/3 * 1/3 * 
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= 2/9
	משפחה עם ילד אחד ומשפחה עם שני ילדים

	1/3 * 1/3 = 1/9
	שתי משפחות עם שני ילדים




סה"כ: 1
שימו לב, שכאשר מחשבים את הסיכוי לקבל משפחה עם ילד אחד ומשפחה נוספת עם שני ילדים (למשל) – הסיכוי הזה כולל למעשה שני סיכויים: "המשפחה הראשונה עם ילד אחד והמשפחה השנייה עם שני ילדים" (סיכוי 1/9), וגם: "המשפחה הראשונה עם שני ילדים והמשפחה השנייה עם ילד אחד" (סיכוי 1/9). כלומר, צריך לבחור את המקום של המשפחה בעלת הילד האחד (האם נדגום אותה ראשונה או שנייה?), והמקום של המשפחה בעלת שני הילדים נקבע בהתאם.
כעת נחשב ממוצע בכל אחד מהמדגמים האלה:
	ממוצע המדגם
	הסיכוי לקבל מדגם כזה
	המדגם
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= 0
	1/3 * 1/3 = 1/9
	0, 0
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= 0.5
	1/3 * 1/3 * 
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= 2/9
	0, 1
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= 1
	1/3 * 1/3 * 
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= 2/9
	0, 2
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= 1
	1/3 * 1/3 = 1/9
	1, 1
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= 1.5
	1/3 * 1/3 * 
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= 2/9
	1, 2

	
[image: image12.wmf]x

= 2
	1/3 * 1/3 = 1/9
	2, 2


(התאים המסומנים בצהוב הם שני סוגים שונים של מדגמים שיש להם אותו ממוצע. הם לא מסומנים כי הם חשובים יותר, אלא רק כי הממוצע בשניהם זהה)
ברצוננו לצייר את התפלגות הדגימה של הממוצעים – לכן, מה שמעניין אותנו הוא רק ההסתברויות לקבל את הממוצעים השונים האפשריים. המדגמים עצמם לא חשובים, ולכן נסכם את הנתונים שרלוונטיים עבורנו בטבלה חדשה:
	הסיכוי לקבל ממוצע כזה במדגם של 2 משפחות
	ממוצע

	1/9
	
[image: image13.wmf]x

= 0

	2/9
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= 0.5

	2/9 + 1/9 = 3/9
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= 1

	2/9
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= 1.5

	1/9
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= 2


(ניתן לקבל ממוצע 1 =
[image: image18.wmf]x

גם ממדגם של "1, 1" וגם ממדגם של "0, 2").

הטבלה הזו – שהיא פונקציית הסתברות בדיוק כפי שבניתם כשחישבתם תוחלת בתחילת הסמסטר – היא למעשה התפלגות הדגימה של הממוצעים. היא מכילה את כל הממוצעים האפשריים של מדגמים בגודל n = 2, ואת ההסתברות לקבל כל ממוצע. לכן:

[image: image80.wmf]20


כיוון שמדובר בהיסטורגמה, השטח מייצג את ההסתברות. על ציר ה-y נמצאת הצפיפות, אך אין זה משנה מאוד לענייננו: חשוב רק לשים לב שהשטח (הסיכוי) לקבל 0.5 =
[image: image19.wmf]x

 גדול בדיוק פי 2 מהסיכוי לקבל 0 = 
[image: image20.wmf]x

, וכו'.  
* הערה:   כמובן, אין באוכלוסייה מדגם אחד בלבד שבו יש משפחה עם ילד אחד ומשפחה עם שני ילדים. יש המון מדגמים כאלה! באוכלוסיית סין יש המון משפחות, ולכן המון מדגמים של משפחות שונות שבהן נקבל משפחה עם ילד אחד ומשפחה עם שני ילדים. מבחינתנו, כל המדגמים האלה הם אותו הדבר, כי בכולם הממוצע שמתקבל הוא 1.5 (והסיכוי להוציא מדגם כזה – לא משנה מיהן שתי המשפחות הספציפיות שבו, כל עוד לאחת יש ילד אחד ולשנייה יש שני ילדים – הוא, כאמור, 1/9). 

2. כמו בסעיף א', נבדוק מהם המדגמים האפשריים השונים שאנחנו יכולים לדגום, ומהי סטיית התקן של כל מדגם:
	סטיית התקן במדגם
	הסיכוי לקבל מדגם כזה
	המדגם

	
[image: image21.wmf]n
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= 0
	1/3 * 1/3 = 1/9
	0, 0
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= 0.5
	1/3 * 1/3 * 
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= 2/9
	0, 1
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= 1
	1/3 * 1/3 * 
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= 2/9
	0, 2
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= 0
	1/3 * 1/3 = 1/9
	1, 1
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= 0.5
	1/3 * 1/3 * 
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= 2/9
	1, 2
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= 0
	1/3 * 1/3 = 1/9
	2, 2


(את סטיות התקן אתם יכולים לחשב באקסל, או במחשבון, או באמצעות הנוסחה).

אנו רוצים לצייר את התפלגות הדגימה של סטיות התקן, ולכן נסכם את הנתונים הרלוונטיים (סטיות התקן שאפשר לקבל, והסיכוי לקבל כל ערך כזה) בטבלה: 
	הסיכוי לקבל סטיית תקן כזו במדגם של 2 משפחות
	סטיית תקן

	1/9 + 1/9 + 1/9 = 3/9
	
[image: image30.wmf]n
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	2/9 + 2/9 = 4/9
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	2/9 = 2/9
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נצייר את התפלגות הדגימה על פי הטבלה:

2. נפתור שאלה זו כמו את השאלה הקודמת (שם קיים פירוט לגבי דרך הפתרון):
1. נבדוק מהם כל סוגי המדגמים האפשריים בגודל n = 3 מתוך אוכלוסיית מעלה הקרחות:
	ממוצע המדגם
	הסיכוי לקבל מדגם כזה
	המדגם

	
[image: image33.wmf]x

= 10
	1/2 * 1/2 * 1/2 = 1/8
	10, 10, 10
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	1/2 * 1/2 * 1/2 *
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= 3/8
	10, 10, 20
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	1/2 * 1/2 * 1/2 * 
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= 3/8
	10, 20, 20
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= 20
	1/3 * 1/3 = 1/8
	20, 20, 20 
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אין צורך לסכם את הנתונים הרלוונטיים בטבלה חדשה – ניתן לראות בקלות שישנם 4 ממוצעים שונים אפשריים, ולכן נצייר את התפלגות הדגימה:

הערה:   השרטוט הוא איכותי ולא כמותי.
2. נבדוק מהם כל סוגי המדגמים האפשריים בגודל n = 3 מתוך אוכלוסיית מעלה הקרחות:
	סכום השערות במדגם
	הסיכוי לקבל מדגם כזה
	המדגם

	30
	1/2 * 1/2 * 1/2 = 1/8
	10, 10, 10

	40
	1/2 * 1/2 * 1/2 *
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= 3/8
	10, 10, 20

	50
	1/2 * 1/2 * 1/2 * 
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= 3/8
	10, 20, 20

	60
	1/2 * 1/2 * 1/2 = 1/8
	20, 20, 20 


אין צורך לסכם את הנתונים הרלוונטיים בטבלה חדשה – ניתן לראות בקלות שישנם 4 סכומים שונים אפשריים, ולכן נצייר את התפלגות הדגימה:

/... המשך בעמ' הבא.../

3. נפתור שאלה זו כמו את שאלה מס' 1 (שם קיים פירוט לגבי דרך הפתרון):
1. נבדוק מהם כל הממוצעים האפשריים עבור מדגמים בגודל n = 2 מתוך אוכלוסיית החולדות המתוארות:
	הסיכוי לקבל ממוצע כזה
	המדגמים שיספקו ממוצע כזה
	הממוצע

	1/5 * 1/5 = 0.04
	(60, 60)
	60

	1/5 * 1/5 *
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= 0.08
	(60, 70)
	65

	הסיכוי לדגום (70, 70) הוא:

1/5 * 1/5 = 0.04

הסיכוי לדגום (80, 60) הוא:

1/5 * 1/5 *
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ובסך הכל:

0.04 + 0.08 = 0.12
	(70, 70) וגם (60, 80)
	70

	הסיכוי לדגום (80, 70) הוא:

1/5 * 1/5 *
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הסיכוי לדגום (60, 90) הוא: 0.08
ובסך הכל:

0.08 + 0.08 = 0.16
	(80, 70) וגם (60, 90)
	75

	הסיכוי לדגום (80, 80) הוא: 0.04

הסיכוי לדגום (70, 90) הוא: 0.08

הסיכוי לדגום (60, 1000) הוא: 0.08

ובסך הכל:

0.04 + 0.08 + 0.08 = 0.2
	(80, 80) וגם (70, 90) וגם (60, 100)
	80

	0.08 + 0.08 = 0.16
	(80, 90) וגם (70, 100)
	85

	0.04 + 0.08 = 0.12
	(90, 90) וגם (80, 100)
	90

	0.08
	(90, 100)
	95

	0.04
	(100, 100)
	100


/... המשך בעמ' הבא.../

כעת נוכל לצייר את התפלגות הדגימה:
הערה: 

שימי לב, שהממוצע של המשתנה "מספר הלחיצות על הדוושה" באוכלוסיית החולדות הוא: 

E(x) = 1/5 * 60  +  1/5 * 70   +  1/5 * 80  +  1/5 * 90  +  1/5 * 100 = 80

והשונות היא:

E(x2) – E2(x) = 

= (1/5 * 602  +  1/5 * 702  +  1/5 * 802  +  1/5 * 902  +  1/5 * 1002) – 802 = 200

כלומר, סטיית התקן היא 
[image: image46.wmf]20014.14
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בהתפלגות הדגימה של הממוצעים (ההתפלגות של כל הממוצעים, לא של החולדות) הממוצע הוא:

E(
[image: image47.wmf]x

) = 0.04*60 + 0.08*65 + 0.12*70 + 0.16*75 +0.2*80 + 0.16*85 + 0.12* 90 + 
+ 0.08*95 + 0.04*100 = 80
( הממוצע של הממוצעים הוא כמו הממוצע באוכלוסיית החולדות המקורית. כמו כן, השונות היא:
E(
[image: image48.wmf]x

2) – E2(
[image: image49.wmf]x

) = (0.04*602 + 0.08*652 + 0.12*702 + 0.16*752 +0.2*802 + 0.16*852 + 
+ 0.12* 902 + 0.08*952 + 0.04*1002) - 802 = 100
כלומר, סטיית התקן של אינסוף הממוצעים היא 10 ( סטיית התקן של הממוצעים היא כמו סטיית התקן באוכלוסייה, חלקי שורש גודל המדגם: 
[image: image50.wmf]14.1414.14

10

2

n

==

.
כזכור, בכל התפלגות דגימה של ממוצעים (הדבר לא נכון במקרה של סטטיסטים אחרים!) הממוצע יהיה שווה לממוצע אוכלוסיית המקור, וסטיית התקן תהיה שווה לסטיית התקן של אוכלוסיית המקור לאחר חלוקה בשורש n.

2. את הסיכוי לקבל ממוצע כמו שדפי קיבלה, או קיצוני יותר, אפשר לחשב על פי חישוב שטח בהתפלגות הדגימה (כי שטח = הסתברות = אחוזון):
p (
[image: image51.wmf]x



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image52.wmf]£

 75) = 0.04 + 0.08 + 0.12 + 0.16 = 0.4
כלומר, נוכל גם לומר שב-40% מתוך אינסוף המדגמים האפשריים (בגודל n = 2, כמובן) הממוצע הוא 75 או פחות.
3. נבדוק מהם כל הטווחים האפשריים עבור מדגמים בגודל n = 2 מתוך אוכלוסיית החולדות המתוארות:

	הסיכוי לקבל טווח כזה
	המדגמים שיספקו טווח כזה
	הטווח

	הסיכוי לדגום כל אחד מהמדגמים האלה הוא: 1/5 * 1/5 = 0.04
ולכן בסך הכל: 

5 * 0.04 = 0.2
	 (60, 60) וגם (70, 70) וגם (80, 80)

וגם (90, 90) וגם (100, 100)
	0

	הסיכוי לדגום כל אחד מהמדגמים האלה הוא: 

1/5 * 1/5 *
[image: image53.wmf]2
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= 0.08
ולכן בסך הכל: 

4 * 0.08 = 0.32
	(60, 70) וגם (70, 80) וגם (80, 90)
וגם (90, 100)
	11

	3 * 0.08 = 0.24
	(60, 80) וגם (70, 90) וגם (80, 100)
	21

	2 * 0.08 = 0.16
	(60, 90) וגם (70, 100)
	31

	0.08
	(60, 100)
	41



כעת נוכל לצייר את התפלגות הדגימה:


/... המשך בעמ' הבא... /
4. נפתור שאלה זו כמו את שאלה מס' 1 (שם קיים פירוט לגבי דרך הפתרון):
1. נבדוק מהם כל המדגמים האפשריים בגודל n = 2 מתוך אוכלוסיית הסטודנטים למדעי-הרוח:
	ממוצע המדגם
	הסיכוי לקבל כזה מדגם
	המדגם

	
[image: image54.wmf]x

= 3
	0.2 * 0.2 = 0.04
	(3, 3)

	
[image: image55.wmf]x

= 4
	0.2 * 0.8 * 
[image: image56.wmf]2
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 = 0.32
	(3, 5)

	
[image: image57.wmf]x

= 5
	0.8 * 0.8 = 0.64
	(5, 5)


אין צורך לסכם את הנתונים הרלוונטיים בטבלה חדשה – ניתן לראות בקלות שישנם 3 ממוצעים שונים אפשריים, ולכן נצייר את התפלגות הדגימה:

/... המשך בעמ' הבא.../

2. נבדוק מהן כל השונויות האפשריות עבור מדגמים בגודל n = 2 מתוך אוכלוסיית הסטודנטים למדעי-הרוח:
	הסיכוי לקבל כזו שונות
	המדגמים שיספקו כזו שונות
	השונות

	הסיכוי לדגום (3,3) הוא:
0.2 * 0.2 = 0.04
הסיכוי לדגום (5,5) הוא:

0.8 * 0.8 = 0.64

בסך הכל:

0.04 + 0.64 = 0.68
	(3,3) וגם (3,5)
	
[image: image58.wmf]2

n

S

= 0

	0.2 * 0.8 * 
[image: image59.wmf]2
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 = 0.32
	(3,5)
	
[image: image60.wmf]2

n

S

= 1


כעת נוכל לצייר את התפלגות הדגימה:
/... המשך בעמ' הבא.../
3. נבדוק מהם כל המדגמים האפשריים בגודל n = 5 מתוך אוכלוסיית הסטודנטים למדעי-הרוח:
	ממוצע המדגם
	הסיכוי לקבל כזה מדגם
	המדגם

	
[image: image61.wmf]x

= 3
	0.25 = 0.00032
	(3, 3, 3, 3, 3)

	
[image: image62.wmf]x

= 3.4
	
[image: image63.wmf]5
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* 0.24 * 0.81 *  = 0.0064
	(3, 3, 3, 3, 5)

שהוא בעצם כמו המדגמים:
(3, 3, 3, 5, 3)

(3, 3, 5, 3, 3)

(3, 5, 3, 3, 3)

(5, 3, 3, 3, 3)

	
[image: image64.wmf]x

= 3.8
	
[image: image65.wmf]5
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* 0.23 * 0.82 *  = 0.0512
	(3, 3, 3, 5, 5)

שהוא בעצם כמו המדגמים:

(3, 3, 5, 3, 5)

...

	
[image: image66.wmf]x

= 4.2
	
[image: image67.wmf]5
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* 0.22 * 0.83 *  = 0.2048
	(3, 3, 5, 5, 5)
...

	
[image: image68.wmf]x

= 4.6
	
[image: image69.wmf]5
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* 0.21 * 0.84 *  = 0.4096
	(3, 5, 5, 5, 5)

...

	
[image: image70.wmf]x

= 5
	0.85 = 0.32768
	(5, 5, 5, 5, 5)


כעת נוכל לצייר את התפלגות הדגימה:

4. את הסיכוי לקבל ממוצע כמו שלסטר קיבל, או גבוה יותר, אפשר לחשב על פי חישוב שטח בהתפלגות הדגימה (כי שטח = הסתברות = אחוזון):
p (
[image: image71.wmf]x



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image72.wmf]³

 4.6) = 0.4096 + 0.32768 =0.73728
נוכל גם לומר שבכ-74% מתוך אינסוף המדגמים האפשריים (בגודל n = 5, כמובן) ממוצע שנות הלימוד לתואר ראשון במדעי-הרוח הוא 4.6 או יותר.
5. התפלגות הדגימה של הממוצעים עבור מדגמים בגודל n=1 נבנית (תיאורטית!) באופן הבא: דוגמים באקראי פרט מן האוכלוסיה, רושמים את מספר שנות הלימוד שלו בצד (כי ממוצע של מדגם בן תצפית אחת הוא, כמובן, התצפית עצמה) ומחזירים את הפרט לאוכלוסיה; כך שוב ושוב – אינסוף פעמים. תהליך זה, בעצם, דוגם את כל פרטי האוכלוסיה, כל אחד בנפרד.
ידוע על פי נתוני השאלה, ש-20% למדו 3 שנים עד שהשלימו את לימודי התואר, ואילו 80% נוספים למדו 5 שנים עד להשלמתו. כלומר, ב-20% מהפעמים נדגום את המספר 3, וב-80% מהפעמים נדגום את המספר 5. התפלגות הדגימה שנקבל תהיה התפלגות האוכלוסיה המקורית (אוכלוסיית הסטודנטים שסיימו תואר במדעי-הרוח): 
/... המשך בעמ' הבא... /

6. התפלגות הדגימה של הממוצעים עבור מדגמים בגודל 
[image: image73.wmf]¥

 = n נבנית (תיאורטית!) באופן הבא: דוגמים אינסוף פרטים מתוך האוכלוסיה, רושמים בצד את ממוצע המדגם שדגמנו ומחזירים אותו לאוכלוסיה; כך שוב ושוב – אינסוף פעמים. אולם, בכל פעם אנו למעשה דוגמים את האוכלוסיה כולה – ולכן, בכל פעם ממוצע המדגם שלנו הוא ממוצע האוכלוסיה.
נחשב את ממוצע האוכלוסיה:
E(x) = 0.2 * 3  +  0.8 * 5 = 4.6

כלומר, התפלגות הדגימה של הממוצעים תהיה התפלגות עם ערך אחד, 4.6, אותו נקבל בכל פעם מתוך אינסוף הפעמים שנדגום את האוכלוסיה:

5. נרכז את המידע הידוע לנו: 
[image: image74.wmf]240,20,230
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1. חיים יבנה את התפלגות הדגימה של ממוצעי מדגמים בגודל 20. ממוצע התפלגות זו הוא 
[image: image75.wmf]240
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[image: image76.wmf]20
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2. נמצא את המיקום של ממוצע המדגם של חיים בתוך התפלגות הדגימה של ממוצעי המדגמים: 
[image: image77.wmf]230240
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3. לא ניתן לדעת, מכיוון שאנו לא יודעים שום דבר על צורת התפלגות הדגימה (לא ידוע אם ההוצאה השנתית על קולה מתפלגת נורמלית באוכלוסייה, ומשפט הגבול המרכזי לא מתקיים).
4. מכיוון שההוצאה השנתית על קולה מתפלגת נורמלית באוכלוסייה, גם התפלגות הדגימה של הממוצעים שנבנתה מאותה אוכלוסייה מתפלגת נורמלית. כעת נוכל להשתמש בטבלת Z ולחשב איזה חלק מהתפלגות הדגימה קטן מ-
[image: image78.wmf]2.24

Z
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. עמודת C עבור אותו ציון תקן אומרת לנו של-1.25% מהמדגמים ממוצע הקטן מ-230 ₪.
5. מכיוון שהסיכוי לקבל ממוצע מדגם של 230 ₪ בקרב 20 איש מתוך האוכלוסייה הכללית הוא יחסית נמוך מאוד (סיכוי של כאחוז לקבל ממוצע כזה או קיצוני יותר), נוכל להסיק שהמדגם של חיים לא נלקח מאוכלוסייה בעלת ממוצע של 240 ₪, אלא מתוך אוכלוסייה בעלת ממוצע אחר כלשהו. 
הסיכוי שהמשפחה הראשונה שדוגמים תהיה ללא ילדים





הסיכוי שהמשפחה השנייה שדוגמים תהיה ללא ילדים
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התפלגות הדגימה של סטיות התקן עבור מדגמים בגודל n = 2
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